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1. Formulieren Sie fiir die folgenden Fille die Bilanzgleichung in
momentaner (dynamischer) Form. Konkrete Gesetze fiir Fliis-
se, Produktionsraten und Quellraten sollen Sie nicht angeben.

a.

Elektrische Ladung fliesst durch einen Draht, der sich an
einem Knoten in zwei Drihte verzweigt. Formulieren Sie
die Ladungsbilanzgleichung fiir den Knoten.

Salzwasser lauft durch ein Rohr ein einen Tank (wo sich
schon Salzwasser befindet). Das Wasser im Tank wird ge-
rithrt. Es kann durch ein anderes Rohr abfliessen. Zusétz-
lich verdunstet Wasser. Formulieren Sie die Bilanz fiir die
Stoffimenge Salz.

Sonnenlicht wird (zum Teil) im Innern einer Glaskugel an
jedem Punkt absorbiert (verschluckt). Das Licht bringt En-
tropie mit. Die Kugel ist an verschiedenen Stellen verschie-
den heiss, und sie ist heisser als die Umgebung. Formulie-
ren Sie die Entropiebilanz fiir die Kugel als Ganzes.

Winterthur besteht aus mehreren Teilen (Zentrum, Ober-
winterthur, Wiilflingen, etc.). Personen kénnen innerhalb
von Winterthur umziehen, geboren werden und sterben,
und zu und wegziehen. Formulieren Sie die Bilanz der Ein-
wohnerzahl fiir Winterthur als Ganzes.

Im Innern eines Bioreaktors befinden sich Hefezellen, die
sich vermehren oder auch absterben konnen. Es wird Nihr-
16sung zugefiihrt, und der gut vermischte Inhalt wird lau-
fend abgefiihrt. Formulieren Sie die Bilanz fiir die Menge
der Hefezellen.

Verteiler

Kandidaten:

Archiv:

nach Schluss der Priifung an Dozierende zuriick

je ein Exemplar pro Abteilung z.H. Archiv

ExpertInnen:



2. Ein nicht sehr tiefer Swimmingpool enthilt Wasser, auf das
wihrend eines Tages von 6 Uhr bis 18 Uhr die Sonne scheint.
Formulieren Sie ein relativ einfaches dynamisches Modell, mit
dem man die Wassertemperatur als Funktion der Zeit bestim-
men kann. Nehmen Sie an, dass Parameter und Umweltbedin-
gungen bekannt sind.

Details des Modells. Das Becken hat kubische Form und ist aus
Beton einer bestimmten Dicke gemacht und zur Erde hin wir-
meisoliert. Das Wasser fiillt das ganze Becken und wird nicht
durch Pumpen umgewilzt (es gibt natiirliche Umwélzung we-
gen Temperatur- und Dichteunterschieden). Die Lufttempera-
tur ist den ganzen Tag konstant und gleich der Anfangstempera-
tur des Wassers. Ein leichter Wind weht tiber das Wasser, Ver-
dunsten konnen Sie vernachlissigen. Die Einstrahlung der Son-
ne geht sinusférmig von Null (6 Uhr) iiber das Maximum
zurlick auf Null (18 Uhr). Das Wasser ist sehr transparent. Der
Beton absorbiert einen bestimmten Bruchteil der Sonnenstrah-
len, der Rest wird reflektiert.

a. Skizzieren Sie ein systemdynamisches Modelldiagramm
und formulieren Sie die relevanten Gleichungen.

b. Skizzieren Sie den erwarteten Temperaturverlauf fiir 24 h
(6 Uhr bis 6 Uhr), den Ihr Modell berechnet, qualitativ, und
erkldren Sie die wichtigsten Aspekte des Verlaufs.

3. Zwei gleiche kommunizierende Tanks haben einen Zufluss
(siehe Figur). Das Verbindungsrohr zwischen den Tanks hat die
Eigenschaften von Widerstand und Induktivitét. Sie sollen im
Folgenden das Modell fiir das System mit der Sprache der elek-
trischen Stromkreise formulieren.

Details des Modells. Der Zufluss ist bekannt. Die Kapazititen
der beiden Gefisse sind gleich und genauso wie R und L be- 15
kannt.

a. Zeichnen Sie ein elektrisches Diagramm, das dem hydrau-
lischen entspricht.

Voltage / V
IS

b. Formulieren Sie die Differentialgleichungen (erster Ord-

5 -'. 4
nung) fiir das Modell mit den Variablen Uy, U, und . O(/
c. Man kann die Gleichungen aus b z.B. zu einer DG 2. Ord- 0 3
nung fiir /, umwandeln: 0 5 10 15
Time /s
2
b Rah,,2,_1, is
d* Ldt CL CL
Nehmen Sie an, /; und R seien Null. Wie gross ist in diesem > 10
Fall die Schwingungsperiode des Systems wenn C = 1 F &
und L =2 H? S B |
d. Nehmen Sie nun an, dass I; = 1 A (konstant) und C=1F i?og
sind (R und L haben bestimmte fiir uns nicht interessante 0 3
Werte). Welches der beiden Diagramme zeigt eine richtige 0 5 10 15
Losung des Modells? Warum? Time /s

AP WI 2008 PhSW 2



4. Gegeben sei das Differentialgleichungssystem

dx

d—t'=xl(1—xl)—x1x2

dx X
d—;=2x2(1—72) - 3x,x,

a. Bestimmen Sie rechnerisch alle Gleichgewichte des Sy-
stems. Thre Rechnung muss nachvollziehbar sein.

b. Die Figur zeigt die Ergebnisse von 9 Simulationen des Sy-
stems, wobei jede Simulation einer Trajektorie entspricht.
Beurteilen Sie anhand der Trajektorien die Stabilitit aller
Gleichgewichtspunkte aus Aufgabe a. Begriinden Sie Thre
Aussagen.

25
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—
‘

W L
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X4
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c. Skizzieren Sie den Verlauf aller x; - und x, -Nullklinen des
Systems im Bereich x; € [-0.5,2], x, € [-0.5,2].

d. Skizzieren Sie das Vektorfeld des Systems im Bereich x| €
[-0.5,2], x, €[-0.5,2].

5. Betrachten Sie einen chemischen Reaktor in dem folgende Re-
aktion ablauft:

A+2B—C.

Der Reaktor hat ein Arbeitsvolumen von 5 Litern. In diesem
Volumen sind alle Edukte und Produkte der Reaktion stindig
rdumlich homogen verteilt. Ausserdem konnen Sie zunichst
davon ausgehen, dass der Reaktor mit der Umgebung keine
Stoffe austauscht. Am Anfang befinden sich 2 Mol von Sub-
stanz A, 1 Mol von Substanz B und keine Substanz C im Reak-
tor. Die Rate der Reaktion ist proportional zum Produkt der
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Konzentration von Substanz A und der quadrierten Konzentra-
tion von Substanz B, betrigt also kcacg® Die Reaktion laufe
vollstiandig ab.

a. Skizzieren Sie den zeitlichen Verlauf der Mengen aller be-
teiligten Stoffarten. Die Zeitachse Ihrer Skizze soll alle
Zeiten vom Start bis zum Abschluss der Reaktion umfassen
und genau zeigen, wie hoch die Anfangs- und Schlussmen-
gen aller Soffe sind und grob, in welchen Phasen des Reak-
tionsverlaufs die Veridnderungsraten der Stoffmengen hoch
und in welchen sie klein sind.

b. Nehmen Sie nun an, der Reaktor werde kontinuierlich be-
trieben, d.h. es werden laufend konstante Mengen von Sub-
stanz A und B zugefiihrt und konstante Mengen der ge-
bildeten Substanz C abgefiihrt. Formulieren Sie die Diffe-
rentialgleichungen fiir die Verdnderungsraten der Mengen
aller drei beteiligten Stoffe. Rechts in den Gleichungen sol-
len nur die Konzentrationen der beteiligten Stoffe, das Ar-
beitsvolumen des Reaktors V, die Ratenkonstante k£ und die
Stoffzufliisse und — abfliisse 1, , Ig und I vorkommen.

c. Ihr Ziel ist es, den kontinuierlich betriebenen Reaktor mit
Zu- und Abfliissen I , Iy und I (vgl. Aufgabe b) in einem
Fliessgleichgewicht zu halten. Dieser Gleichgewichtszu-
stand soll folgende Eigenschaften aufweisen:

* I ist so eingestellt, dass alle gebildete Substanz C
sofort abgefiihrt wird, d.h. es gilt immer nc = 0. Aus-
serdem sei [c = 1 Mol'h™..

¢ Die Konzentration von Substanz A ist konstant und
betrigt 4 Mol/Liter.

Wie gross miissen Sie /5 und /g wihlen, um das System in
diesem Zustand zu halten, und und wie gross sind dann die
Stoffmengen n4* und ng* im Gleichgewicht? Geben Sie
fiir alle Grossen Zahlenwerte an, wobei Sie annehmen, dass
die Ratenkonstante k = 0.1 L>Mol~2h"! betrégt.
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1. Laws of balance for various situations

a. Node in electric circuit
0= IQ1 - IQ2 - IQ3

b. Salt and salt water

=1 .-1

Salt n,in n,out
c. Entropy of sphere of glass
SGla.v.v = IS,in + IYS,ab.mrptinn + HS,mnductinn - ]S,ln.rs

d. Population of the city of Winterthur

PWinterthur = IPA,in - IP.out + thirth - HP,demh
e. Amount of yeast in bio-reactor
nmet = _Iu,aut + IIn.pmduL‘tinn - Ijlz,dmth
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2. Thermal model of swimming pool

a.

IW Rad
alpha

W Container W Water

3

@/IV; absorbed

IW loss

C Container

C Water

dW_Container(t) / dt = IW_absorbed - IW_CW; INIT W_Container = C_Container*Ta
dW_Water(t) / dt = IW_CW - IW_loss; INIT W_Water = C_Water*Ta

IW_absorbed = alpha*A*IW_Rad

IW_CW=G_CW*T_C-T_W)

IW_loss = G_W_air*(T_W - Ta)

A = Length*Width

C_Container = Thickness*(2*Width*Depth + 2*Length*Depth + Length*Width)*2400*800
C_Water = Length*Width*Depth*1000%4200

G_CW = h_CW*(Length*Width + 2*Width*Depth + 2* Length*Depth)

G_W_air = h_W_Air*Length*Width

IW_Rad = 1000*SIN(2*P1/86400*TIME)

T_C = W_Container/C_Container

T_W = W_Water/C_Water

b.
y e
3: 200000 /\IW absorbed
iy 25 J
3: 100000
3]
2 20
3: 0
0 21600 43200 64800 86400
Time /s

AP WI 2008 PhSW 10



Lower curve reaching a maximum of less than 25°C schortly before sunset. Features: Delayed rise at t = 0
because concrete basin absorbs radiation and produces entropy before passing it on to the water (note, even
T_C has an initial slope equal to zero since solar radiation is only beginning at that time). Considerable delay
of maximum temperature relative to mximum radiation at noon. Decrease of temperature after sunset because

of heat loss.

3. Two communicating containers with inflow and inductive behavior

a.
I 15}
———1{
Inflow R L
Uc i — T Ue l — T
C C

b. Model equations
o _, ,  do,

Y
Ug+U, =U; -Ug,
o

dt
U, =RI,

Ql = CUCI > Qz = CUcz
Introduce the last two equations in the first two, and insert (2) and (4) in Equation (3):

du

CTC‘ =1,-1,
dU,
Tk
dl
Ld—; =U,-U., -RI,

I, Rdl, 2 1

d = +—&+—12=—I1

d* L dt CL CL

I, 2
d22+—12=0
dt*  CL

R=0,1,=0 =

This leads to the standard form of an undamped linear oscillation having an angular frequency of

0Q? =i
CL
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This leads to

L S /£=6.285
Q 2 2

d. Because of 11, charge is added to the capacitors at a rate of 1 C/s. After the oscillations have died down, the
charge of each of the capacitors must rise at the rate of 0.50 C/s which makes their voltages rise at a rate of
0.50 V/s. The slope of the voltage curves in the first diagram corresponds to this case.

4. 2D dynamical system

a.
)cl(l—xl)—)cl)c2 =0 and 2x2(1—x72)—3x1x2
=
0 0 0.5
X* = or x*= or X*= or X*=
0 2 0.5 0
b.
0 0.5
Unstable: x* = (9) and x* = (02)
L0/ l05)
0 1
Stable : x*=( ) and x*=( )
2) L0/
¢. Nullclines:
2 T
1. x1—NuIIinne
2. x1—NuI|inne
15 1. x2—NuI|inne |
2. x2—NuIIinne
1L |
><(\l
0.5 b
0
-0.5 : :
-0.5 0 0.5 1 1.5 2
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d.Vector field:
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Chemical reactor

S.
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2
B
2
B

2
B

Zeit
1, —Vke,c
Iy — 2Vke ¢
-1 +Vke,c

PhSW

dn,
dt
dng _
dr
dn. _
dr
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I. = I = Vkc,cp

cy = ! ~ and n,=Vc, =V % = 3.536Mol
Vkcy Vkcy

n, = Vc, =20Mol

.
n. =0

* %)

I, = Vkcic? =1.0Mol-h™

**)

I, = 2Vke, ¢y =2.0Molh™
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